
Многочлен f ∈ Z[x1, . . . , xn] называется симметрическим, если он ин

вариантен относительно действия группы Sn, то есть для любой подстановки

τ ∈ Sn выполнено

τf(x1, . . . , xn) := f(xτ(1), . . . , xτ(n)) = f(x1, . . . , xn).

Известны различные Zбазисы в модуле симметрических многочленов.

Например, в теории симметрических функций доказано [1]

Теорема 1 Симметрические многочлены могут быть единственным об

разом представлены как многочлены от {ei} и {hj}, то есть

Z[x1, . . . , xn]Sn = Z[e1, . . . , en] = Z[h1, . . . , hn]

Таким образом, если eλ = eλ1eλ2 . . . и hλ = hλ1hλ2 . . ., то {eλ} и {hµ}

образуют Zбазис в модуле симметрических многочленов.

Равенство производящих функцийH(t)E(−t) = 1 позволяет определить

многочлены

1∏n
i=1(1− xit)

=
∑
k>1

hkt
k =

−n∑
k=−∞h

(∞)
k tk.

Можно показать, что многочлены Hk = hk − h
(∞)
k порождают кольцо

симметрических лорановских многочленов, то есть наименьшим кольцом, со

держащим {Hk}, является Λ
±
n .

Кольца Z[x1, . . . , xn]Sn и Z[x±1
1 , . . . , x±1

n ]Sn тесным образом связаны с ко

нечномерными полиномиальными и просто конечномерными представлениями

соответственно полной линейной группы GL(n).
Оказывается, с точностью до некоторых отождествлений, похожую роль

в теории конечномерных представлений супергруппыЛиGL(n,m) играет коль

цо суперсимметрических многочленов [2]:

Λ±
n,m = {f ∈ Z[x1, . . . , xn, y1, . . . , ym]

Sn×Sm |

f(t, x2, . . . , xn, t, y2, . . . , ym) не зависит от t}

Если по аналогии определить многочлены∏m
j=1(1− yjt)∏n
i=1(1− xit)

=
∑
k>0

hkt
k =

m−n∑
k=−∞h

(∞)
k tk,

1



то кольцо Λ±
n,m допускает следующее описание (m = n = 1).

Определение 1 Зафиксируем переменные t, u1, u2 . . . и v1, v2 . . .. По

ложим u0 = v0 = 1 и ui = vi = 0 при i < 0. Для любого целого числа

i ∈ Z определим wi = ui − tv−i−n+m. Тогда кольцо, порождённое перемен

ными t, u1, u2, . . . , v1, v2, . . . с соотношениями (i, j ∈ Z)∣∣∣∣∣wi wi+1

wj wj+1

∣∣∣∣∣ = 0,

будем обозначать U±
1,1.

Теорема 2 Отображение

ϕ : U±
1,1 → Λ±

1,1, ϕ(ui) = hi, ϕ(vi) = h∗
i , ϕ(t) =

y

x
,

где h∗
k = hk(x

−1, y−1), есть изоморфизм колец. Многочлены, индексиру

емые целыми числами,

Kλ,µ = (−1)µ
(
1−

y

x

)
xλyµ

вместе с 1 линейно порождают Λ±
1,1.

Язык теоремы 2 позволяет удобно описывать такие гомоморфизмыΛ±
1,1

∼=

U±
1,1

ϕ−→ R, что kerϕ = 〈Pλ,−λ〉 – идеал проективных модулей. На данный момент
получены необходимые условия существования в некоторых случаях.
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