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Хаос в смысле Дивани

𝑋 — метрическое пространство, 𝑇 : 𝑋 → 𝑋 — непрерывное
отображение. (𝑋,𝑇 ) := {𝑇 𝑛}𝑛∈𝑁 — динамическая система.
Определение ([3]). Динамическая система (𝑋,𝑇 ) называ-
ется хаотической, если:

(1) (𝑋,𝑇 ) топологически транзитивна;
(2) множество периодических точек всюду плотно в 𝑋 ;
(3) (𝑋,𝑇 ) чувствительна к начальным условиям.

J. Banks et al. [1]: (1) + (2) ⇒ (3).

Теорема (Биркгоф).𝑋 — польское пространство без изо-
лированных точек. Каскад (𝑋,𝑇 ) топологически транзи-
тивен ⇔ ∃𝑥 ∈ 𝑋 : 𝒪.𝑥 = 𝑋.

Хаотическая группа гомеоморфизмов

Определение ([2]). Группа гомеоморфизмов 𝐺 топологи-
ческого многообразия 𝑀 называется хаотической, если:

(1) существует всюду плотная орбита группы;
(2) объединение конечных орбит всюду плотно в 𝑀 .
(1) + (2) ⇒ чувствительность группы 𝐺 (следует из [5]).

Торальные скручивающие отображения

T2 — стандартный 2-тор, представим его как квадрат [−1
2,

1
2]
2

с отождествленными противоположными сторонами.

𝑊 = {(𝑥, 𝑦) ∈ T2 |𝑥 ∈ [−1

𝑘
,
1

𝑘
]}, 𝑘 ∈ N, 𝑘 > 2;

𝑆 = {(𝑥, 𝑦) ∈ T2 | 𝑦 ∈ [− 1

𝑚
,
1

𝑚
]}, 𝑚 ∈ N, 𝑚 > 2.

𝑅 := 𝑊 ∪ 𝑆, 𝑎, 𝑏 ∈ N. Введем следующие отображения:

𝜔𝑎,𝑘(𝑥, 𝑦) :=

{︃
(𝑥, 𝑦 + 𝑎𝑘𝑥) (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑊 ;

(𝑥, 𝑦) (𝑥, 𝑦) /∈ 𝑊 ;

𝜈𝑏,𝑚(𝑥, 𝑦) :=

{︃
(𝑥 + 𝑏𝑚𝑦, 𝑦) (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆;

(𝑥, 𝑦) (𝑥, 𝑦) /∈ 𝑆.

Определение. Композиция 𝑇𝜎 := 𝜈𝑏,𝑚 ∘ 𝜔𝑎,𝑘, где 𝜎 =
(𝑎, 𝑏, 𝑘,𝑚), называется торальным скручивающим отобра-
жением.
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Свойства 𝑇𝜎 : 𝑅 → 𝑅:

•𝑇𝜎 — гомеоморфизм поверхности 𝑅;

•𝐺𝜎 = ⟨𝑇𝜎⟩ — хаотическая группа гомеоморфизмов по-
верхности 𝑅 (вытекает из [4]);

• пространство неподвижных точек 𝐹𝑖𝑥(𝐺𝜎) этой группы
имеет следующую структуру:

𝐹𝑖𝑥(𝐺𝜎) = 𝜕𝑅 ⊔𝐷𝐹 (𝐺𝜎) ⊔ 𝐼𝐹 (𝐺𝜎), где

𝐷𝐹 (𝐺𝜎) — максимальное дискретное подпространство в
𝐹𝑖𝑥(𝐺𝜎), т.е. все изолированные неподвижные точки;
𝐼𝐹 (𝐺𝜎) — компоненты связности пространства 𝐹𝑖𝑥(𝐺𝜎),
гомеоморфные отрезку.
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Орбифолд «Подушка»

𝛾 : T2 → T2, (𝑥, 𝑦) ↦→ (−𝑥,−𝑦) — диффеоморфизм тора.
Γ = ⟨𝛾⟩ ∼= Z2 — группа диффеоморфизмов тора T2.
𝒫 = T2/Γ — орбифолд «Подушка», 𝒫 ∼= S2.
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Хаотические гомеоморфизмы диска B2

Пусть 𝜗 : T2 → 𝒫 — проекция на 𝒫 как на пространство
орбит. Отображение 𝑇𝜎 : 𝑅 → 𝑅 индуцирует на 𝜗(𝑅) ⊂ 𝒫
гомеоморфизм ̂︀𝑇𝜎 : 𝜗(𝑅) → 𝜗(𝑅). Отметим, что 𝜗(𝑅) ∼= B2.
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-̂︀𝐺𝜎 = ⟨̂︀𝑇𝜎⟩ — хаотическая группа гомеоморфизмов диска

B2. Она оставляет неподвижными все точки края 𝜕B2.
Теорема. Пусть 𝜎 = (𝑎, 𝑏, 𝑘,𝑚) — четверка фиксиро-
ванных натуральных чисел, где 𝑘 ≥ 5, 𝑚 ≥ 5. Тогда
|𝐷𝐹 ( ̂︀𝐺𝜎)| = 4𝑎𝑏− 𝑎− 𝑏 + 1.

Хаотические группы гомеоморфизмов компактных
поверхностей

Отождествим 𝜕B2 ∼= S1 с некоторым многоугольником и
укажем правила склейки его сторон.
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В результате получим одну из следующих поверхностей:

• либо сферу с 𝑛 компонентами края S2𝑛, 𝑛 ∈ N0;

• либо сферу с 𝑝 ручками и 𝑛 компонентами края S2𝑝,𝑛,
𝑝 ∈ N, 𝑛 ∈ N0;

• либо сферу с 𝑞 пленками Мебиуса и 𝑛 компонентами N2
𝑞,𝑛,

𝑞 ∈ N, 𝑛 ∈ N0.

На каждой из перечисленных поверхностей ̂︀𝑇𝜎 индуциру-
ет гомеоморфизм ̃︀𝑇𝜎, и ̃︀𝐺𝜎 = ⟨̃︀𝑇𝜎⟩ — хаотическая груп-
па гомеоморфизмов этой поверхности, причем |𝐷𝐹 ( ̃︀𝐺𝜎)| =
4𝑎𝑏− 𝑎− 𝑏 + 1.

Топологическая сопряженность групп гомеоморфиз-
мов

Группы гомеоморфизмов 𝐺 и 𝐺′ пространств 𝑋 и 𝑋 ′ назы-
ваются топологически сопряженными, если ∃ 𝑓 : 𝑋 → 𝑋 ′

— гомеоморфизм и ∃𝜇 : 𝐺 → 𝐺′ — изоморфизм групп та-
кие, что ∀ 𝑔 ∈ 𝐺:

𝑋
𝑓−→ 𝑋 ′

𝑔

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄𝜇(𝑔)

𝑋
𝑓−→ 𝑋 ′.

Лемма. Если 𝐺 и 𝐺′ топологически сопряжены, то:

(1)𝐹𝑖𝑥(𝐺) и 𝐹𝑖𝑥(𝐺′) гомеоморфны;

(2)𝐷𝐹 (𝐺) и 𝐷𝐹 (𝐺′) гомеоморфны.

Основной результат

Теорема. Пусть 𝑀 — произвольная компактная поверх-
ность с краем или без края и ̃︀𝐺𝜎, где 𝜎 = 𝜎(𝑎), 𝑎 ∈ N, —
группа гомеоморфизмов 𝑀 , определенная ранее. Тогда

{ ̃︀𝐺𝜎 |𝜎 = 𝜎(𝑎), 𝑎 ∈ N}

— семейство попарно топологически не сопряженных хао-
тических групп гомеоморфизмов 𝑀 , изоморфных Z.
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