
Ôèëüòðû è íåñåêâåíöèàëüíûå òîïîëîãèè.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, βX � íàáîð ïîäìíîæåñòâ
X. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî βX � ôèëüòð, åñëè:

1. ∅ /∈ βX ;

2. U ∈ βX , V ∈ βX ⇒ ∃W ⊂ U
⋂
V, W ∈ βX ;

3. U ∈ βX , U ⊂ V ⊂ X ⇒ V ∈ βX .

(X, βX) áóäåì íàçûâàòü ïðîñòðàíñòâîì ñ ôèëüòðîì.

Îòîáðàæåíèå f : (X, βX)→ (Y, βY ) íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ îòíîñèòåëüíî ôèëü-
òðîâ βX è βY , åñëè ∀V ∈ βY ∃U ∈βX : f(U)⊂ V .

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü βY � ôèëüòð íà ìíîæåñòâå Y , y0 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷-
êà òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Y . Ôèëüòð βY íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ ê

òî÷êå yo, åñëè îí íå ñëàáåå ôèëüòðà îêðåñòíîñòåé ýòîé òî÷êè OY (y0); y0 íà-
çûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôèëüòðà βY .

Ïðîñòîå ñîïîñòàâëåíèå îïðåäåëåíèé óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ñõîäèìîñòüþ
îòîáðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ôèëüòðà è ñõîäèìîñòüþ ôèëüòðà. Íàïðèìåð, ëåã-
êî âèäåòü, ÷òî îòîáðàæåíèå íå ìîæåò ñõîäèòüñÿ îòíîñèòåëüíî ðàñõîäÿùåãî-
ñÿ ôèëüòðà, ïðåäåëüíûå òî÷êè ôèëüòðà è îòîáðàæåíèÿ îòíîñèòåëüíî äàííîãî
ôèëüòðà è êîëè÷åñòâî ïðåäåëîâ ôèëüòðà è îòîáðàæåíèÿ ñîâïàäàþò. Ïðîñòûå
óòâåðæäåíèÿ äåìîíñòðèðóþò âçàèìîñâÿçü, äàâàÿ óñëîâèÿ (â òîì ÷èñëå íåîá-
õîäèìûå è äîñòàòî÷íûå) äëÿ õàóñäîðôîâîñòè è êîìïàêòíîñòè òîïîëîãè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà.

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü (X, βX) � ïðîñòðàíñòâî ñ ôèëüòðîì, Y � òîïîëîãè-
÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, f : X → Y � ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå, ñõîäÿùååñÿ
îòíîñèòåëüíî βX è βY , ãäå βY � íåêîòîðûé ôèëüòð íà Y . Òîãäà ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. Y � õàóñäîðôîâî;

2. Âñÿêèé ôèëüòð βY èìååò â Y åäèíñòâåííûé ïðåäåë;

3. Âñÿêàÿ ôóíêöèÿ g : Y → Y , ñõîäÿùàÿñÿ îòíîñèòåëüíî βY è ôèëüòðà
îêðåñòíîñòåé òî÷êè p OY (p), èìååò åäèíñòâåííûé ïðåäåë, ðàâíûé p;

4. Åñëè îòîáðàæåíèå f : X → Y ñõîäèòñÿ ïî βX è βY , ãäå βY íå ñëàáåå
ôèëüòð îêðåñòíîñòåé OY (p), òî f èìååò åäèíñòâåííûé ïðåäåë, ðàâíûé
p.

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü (X, βX) � ïðîñòðàíñòâî ñ ôèëüòðîì, Y � õàóñäîðôîâî
òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, f : X → Y è f ïåðåâîäèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{xn} ∈ X, ñõîäÿùèåñÿ ïî βX , â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {f(xn)} ∈ Y , ñõîäÿùèåñÿ
ïî βY . Òîãäà f ñõîäèòñÿ îòíîñèòåëüíî βX è èìååò åäèíñòâåííûé ïðåäåë.
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Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü (X, βX), (Y, βY ) � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, βX =
U \S, ãäå U � îòêðûòûå ìíîæåñòâà ñòàíäàðòíîé òîïîëîãèè íà R, S � ïðîèç-
âîëüíûå ñ÷¼òíûå ïîäìíîæåñòâà X, {xn} ∈ X � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü. Òîãäà {xn} ñõîäèòñÿ îòíîñèòåëüíî βX òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
{xn} ñòàáèëèçèðóþùàÿñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, òîïîëîãèÿ íà X, çàäàâàåìàÿ βX , íå ÿâëÿåòñÿ ñåêâåíöèàëüíîé,
à ñàìî ïîëó÷åííîå ïðîñòðàíñòâî � ñåêâåíöèàëüíî êîìïàêòíûì, òàê êàê óìååì
êàæäóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåâðàùàòü â ðàñõîäÿùóþñÿ, áåðÿ â êà÷åñòâå S
òðåáóåìûå ñ÷¼òíûå ïîäìíîæåñòâà.

Ïóñòü X ⊂ R, f : X → R è p � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà X.

Ïî êðèòåðèþ Ãåéíå ôóíêöèÿ f èìååò ïðåäåë b ïðè x → p, åñëè ∀{xn} ∈ X,
{xn} → p è xn ̸= p âåðíî, ÷òî f(xn) → b.

Òî åñòü âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}, ñõîäÿùàÿñÿ ê p è òîæäåñòâåííî íå ðàâ-
íàÿ p, ïåðåõîäèò â ñõîäÿùóþñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(xn)}. Ïóñòü òåïåðü Rβ

� ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ ñ ôèëüòðîì, àíàëîãè÷íûì ôèëüòðó èç ïðåäûäóùåãî óòâåð-
æäåíèÿ,

f : Rβ → R

f(x) =

{
1, x ⩽ 0

0, x > 0

Òîãäà ∀{xn} ∈ Rβ èìååò ïðåäåë p òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∃N : ∀n >
N xn ≡ p. Òàêèì îáðàçîì, ïðè xn →

β
0 lim

x→0
f(x) = 1 � ò.å. íàðóøàåòñÿ êðèòå-

ðèé Ãåéíå.

Óòâåðæäåíèå. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî êîìïàêòíî òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà âñÿêèé óëüòðàôèëüòð íà í¼ì èìååò òî÷êó êàñàíèÿ.

Óòâåðæäåíèå. Ïðîñòàíñòâî óëüòðàôèëüòðîâ βX ñ åñòåñòâåííîé òîïîëîãè-
åé (â êà÷åñòâå áàçû òîïîëîãèè áåðóòñÿ íàäìíîæåñòâà A′ = p ∈ βX : A ∈ p,A ⊂ X,
A′ � îêðåñòíîñòü óëüòðàôèëüòðà p ∈ βX ⇔ A ∈ p ïðîñòðàíñòâà X è βX,
îòîæäåñòâëÿþòñÿ êàê x ≡ px) êîìïàêòíî è õàóñäîðôîâî.

Îòñòóïëåíèå ïðî êîìïàêòèôèêàöèè.

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü K � êîìïàêò, C0(K) � êîëüöî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
f : K → R. Òîãäà âñÿêèé ìàêñèìàëüíûé èäåàë I ⊂ C0(K) èìååò âèä ker(evp),
ãäå evp : f 7→ f(p), p ∈ K.
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