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Â ðàáîòàõ[1, �9.5.3] è [2] áûëà ïðèâåäåíà ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ãðóïï àâ-
òîìîðôèçìîâ ãëàäêèõ êóáè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòû-
ìè ïîëÿìè ïðîèçâîëüíîé õàðàêòåðèñòèêè. Òåì íå ìåíåå, îñòàåòñÿ îòêðûòûì
âîïðîñ î ãðóïïàõ àâòîìîðôèçìîâ ãëàäêèõ êóáè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé íàä ïðî-
èçâîëüíûìè ïîëÿìè. Áîëåå òîãî, äëÿ çàäàííîé ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ òàêæå
ÿâëÿåòñÿ íåáåçûíòåðåñíûì âîïðîñ î êîëè÷åñòâå òàêèõ ãëàäêèõ êóáè÷åñêèõ ïî-
âåðõíîñòåé ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà, ÷üÿ ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ñîâïàäàåò
ñ äàííîé.

Äëÿ êîíå÷íûõ ïîëåé õàðàêòåðèñòèêè 2 èçâåñòíû îòâåòû íà çàäàííûå âî-
ïðîñû. À èìåííî, â ðàáîòå [3] áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äëÿ ãëàäêèõ
êóáè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé íàä ïîëåì F2 :

Òåîðåìà 1. Ïóñòü S � ãëàäêàÿ êóáè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü â P3 íàä ïîëåì F2.
Òîãäà ïîðÿäîê åå ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

|Aut(S)| 6 720.

Åñëè ðàâåíñòâî âûïîëíåíî, òî Aut(S) ' S6. Áîëåå òîãî, ãëàäêàÿ êóáèêà ñ
ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ S6 åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

Òåîðåìà 2. Ïóñòü S � ãëàäêàÿ êóáè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü â P3 íàä ïîëåì F2.
Òîãäà |Aut(S)| 6 720. Åñëè |Aut(S)| = 720, òî Aut(S) ' S6.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 îñíîâàíî íà èçó÷åíèè ïîäãðóïï â ãðóïïå Âåé-
ëÿ W (E6) è â ãðóïïå PGL4(F2). Ïðåäúÿâèì ÿâíî êóáè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü ñ
ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ S6.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì êóáèêó S ⊂ P3 íàä ïîëåì F2, çàäàííóþ óðàâíåíèåì

(1) x2t + y2z + z2y + t2x = 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî óðàâíåíèå çàäàåò ãëàäêóþ êóáèêó. Áîëåå òîãî, îíà ïðîõîäèò
÷åðåç âñå òî÷êè íà P3. Ïîêàæåì, ÷òî Aut(S) ' S6. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

Ω =


0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

 .

Ýòà ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóåò êîñîñèììåòðè÷åñêîé áèëèíåéíîé ôîðìå. Ãðóïïà,
ñîõðàíÿþùàÿ ýòó ìàòðèöó, åñòü ãðóïïà PSp4(F2) ' S6. Ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíå-
íèÿ (1) ðàâíà (x2, y2, z2, t2)T Ω(x, y, z, t). Çíà÷èò, ãðóïïà S6 ñîäåðæèòñÿ â ãðóï-
ïå àâòîìîðôèçìîâ êóáèêè S. Ïî òåîðåìå 2 ãðóïïà S6 ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé
âîçìîæíîé ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ ãëàäêîé êóáè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè íàä F2.
Çíà÷èò, Aut(S) ' S6.

Îòìåòèì, ÷òî êóáèêà (1) ðàöèîíàëüíà. Â ñàìîì äåëå, íà íåé åñòü äâå íåïå-
ðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå l1 è l2, çàäàþùèåñÿ óðàâíåíèÿìè x = y = 0 è z = t = 0,
ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî è äàåò áèðàöèîíàëüíûé èçîìîðôèçì P1 × P1 99K S.

Ëåììà 1. Ïóñòü S � ãëàäêàÿ êóáè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü â ïðîåêòèâíîì ïðî-
ñòðàíñòâå P3 íàä ïîëåì F2, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç âñå 15 òî÷åê â P3. Òîãäà S
èçîìîðôíà êóáèêå âèäà (1), è åå ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà S6.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî âñåãî êóáèê, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç âñå 15 òî÷åê,
ðîâíî 63. Ðàññìîòðèì äåéñòâèå ãðóïïû PGL4(F2) íà ãëàäêèå êóáèêè â P3 íàä
ïîëåì F2, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç 15 òî÷åê. Ïóñòü Orb(S) � îðáèòà S äåéñòâèÿ ãðóï-
ïû PGL4(F2). Èìååì, |PGL4(F2)| = |Orb(S)| · |Aut(S)|. Ðàññìîòðèì îñîáóþ êó-
áè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì òðåõ ïëîñêîñòåé â P3,
ïåðåñåêàþùèõñÿ îäíîâðåìåííî â îäíîé ïðÿìîé. ßñíî, ÷òî íà òàêîé ïðèâîäèìîé
êóáè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè áóäåò 15 òî÷åê. Â P3 íàä ïîëåì F2 èìååòñÿ ðîâíî 35
ïðÿìûõ. Òî åñòü ãëàäêèõ êóáèê, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç 15 òî÷åê, íå áîëåå 28. Ïîëó-
÷àåì, ÷òî |Orb(S)| 6 28. Òîãäà èìååì íåðàâåíñòâî |Aut(S)| > 720, ÷òî âîçìîæ-
íî, ñîãëàñíî òåîðåìå 2, òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà Aut(S) = S6 è |Orb(S)| = 28.
Äðóãèìè ñëîâàìè, âñå ãëàäêèå êóáèêè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç 15 òî÷åê, èçîìîðôíû
äðóã äðóãó. È çíà÷èò, òàêèå êóáèêè èçîìîðôíû êóáèêå âèäà (1). �

Ëåììà 2. Ïóñòü ãðóïïà S6 ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ ãëàäêîé êóáè-
÷åñêîé ïîâåðõíîñòè S íàä ïîëåì F2. Òîãäà S èçîìîðôíà êóáèêå âèäà (1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî òåîðåìå Øåâàëëå�Âàðíèíãà íà êóáè-
êå S åñòü òî÷êà, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì p. Äåéñòâèå ãðóïïû S6 íà S îïðåäåëÿåò
åå äåéñòâèå íà P3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îðáèòà òî÷êè p èìååò äëèíó l 6= 5, 10, 15.
Òîãäà ñòàáèëèçàòîð êàæäîé òî÷êè â îðáèòå ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé S6 èíäåêñà l.
Áîëåå òîãî, â ñòàáèëèçàòîðå ëåæèò ïîäãðóïïà Z/5Z, òàê êàê l âçàèìíî ïðîñòî
ñ 5. Òîãäà ãðóïïà Z/5Z äåéñòâóåò íåòðèâèàëüíî íà êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå
ê P3 â òî÷êå p. Òî åñòü Z/5Z ⊂ GL3(F2). Íî ýòî íåâîçìîæíî.

Ñëó÷àé l = 5 íåâîçìîæåí, òàê êàê â ãðóïïå S6 íåò ïîäãðóïïû èíäåêñà 5. Åñëè
æå l = 10, òî íà P3 åñòü åùå îðáèòû äåéñòâèÿ S6 äëèíû íå áîëüøå 5. Íî ìû
òîëüêî ÷òî ïîêàçàëè, ÷òî òàêèõ íåò. Ïîýòîìó âîçìîæåí òîëüêî ñëó÷àé l = 15.
Çíà÷èò, íà êóáèêå S ñ äåéñòâèåì ãðóïïû S6 ðîâíî 15 òî÷åê. À ïî ëåììå 1 òàêèå
êóáèêè èçîìîðôíû êóáèêå (1). �

Èç 1 è 2 ìû ïîëó÷àåì ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 1. Ãðóïïà S6 äåéñòâóåò íà ãëàäêîé êóáè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè S
íàä ïîëåì F2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S ïðîõîäèò ÷åðåç âñå 15 òî÷åê
â P3.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ïåðâàÿ ÷àñòü òåîðåìû ñëåäóåò èç òåîðåìû 2. Ñó-
ùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ñëåäóþò èç ëåìì 1 è 2. �

Áîëåå òîãî, èìååòñÿ îáîáùåíèå ýòîãî ðåçóëüòàòà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîíå÷-
íûõ ïîëåé õàðàêòåðèñòèêè 2 :

Òåîðåìà 3. Ìàêñèìàëüíàÿ ïî ïîðÿäêó ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ãëàäêîé êóáè-
÷åñêîé ïîâåðõíîñòè íàä ïîëåì F4k � ýòî ãðóïïà PSU4(F2), à íàä ïîëåì F4k·2 �
ýòî ãðóïïà S6. Ïðè÷åì â îáîèõ ñëó÷àÿõ ãëàäêàÿ êóáèêà ñ äàííîé ãðóïïîé àâ-
òîìîðôèçìîâ åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.
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