
Êîíñòàíòà Æîðäàíà äëÿ ãðóïïû Êðåìîíû ðàíãà 2 íàä êîíå÷íûì

ïîëåì
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Ãðóïïà Êðåìîíû Crn(F) ðàíãà n � ýòî ãðóïïà áèðàöèîíàëüíûõ àâòîìîð-
ôèçìîâ ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà Pn íàä ïîëåì F. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îíà
âîçíèêàåò î÷åíü åñòåñòâåííî, åå èçó÷åíèå äîâîëüíî òðóäîåìêîå. Áîëåå òîãî, äà-
æå îïèñàíèå êîíå÷íûõ ïîäãðóïï ýòîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî òÿæåëûì
äåëîì. Íàïðèìåð, îíî äîâåäåíî äî êîíöà â ñëó÷àå ãðóïïû Êðåìîíû ðàíãà 1, òàê
êàê Crn(F) ' PGL2(F). À óæå â ñëó÷àå ðàíãà 2 áûëè êëàññèôèöèðîâàíû êëàñ-
ñû ñîïðÿæåííîñòè êîíå÷íûõ ïîäãðóïï òîëüêî íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì
ïîëåì. Òåì íå ìåíåå, ìû ìîæåì ïîíÿòü, êàêèìè ñâîéñòâàìè ìîãóò îáëàäàòü
êîíå÷íûå ïîäãðóïïû ãðóïïû Êðåìîíû.

Îïðåäåëåíèå 1 ([4, De�nition 2.1]). Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ æîðäàíîâîé, åñëè
ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà J òàêàÿ, ÷òî ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà G èìååò íîð-
ìàëüíóþ àáåëåâó ïîäãðóïïó èíäåêñà íå áîëüøå ÷åì J. Ìèíèìàëüíàÿ òàêàÿ
êîíñòàíòà J íàçûâàåòñÿ êîíñòàíòîé Æîðäàíà ãðóïïû G è îáîçíà÷àåòñÿ J(G).

Æ.-Ï. Ñåððîì â [6, Theorem 5.3] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ãðóïïà Êðåìîíû Cr2(F)
ðàíãà 2 íàä ïîëåì F õàðàêòåðèñòèêè íóëü ÿâëÿåòñÿ æîðäàíîâîé. Îäíàêî äëÿ
àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîãî ïîëÿ F õàðàêòåðèñòèêè p > 0 ýòîò ôàêò óæå íåâå-
ðåí, òàê êàê â ãðóïïå Cr2(F) èìåþòñÿ ïðîñòûå ïîäãðóïïû PSL2(Fpn), ïîðÿäîê
êîòîðûõ ðàñòåò ñ ðîñòîì n. Â ñòàòüå [5] Þ.Ã. Ïðîõîðîâûì è Ê.À. Øðàìîâûì
áûëî äîêàçàíî, ÷òî ãðóïïà Êðåìîíû Cr2(Fpn) æîðäàíîâà äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî
÷èñëà p è n ∈ N. Èìååòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Êîíñòàíòà Æîðäàíà J(Cr2(Fq)) äëÿ ãðóïïû Êðåìîíû Cr2(Fq)
ðàâíà

J(Cr2(Fq)) =

{
|PGL3(Fq)|, åñëè q 6= 2;

|S6| > 168 = |PGL3(F2)| ïðè q = 2.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû äîñòàòî÷íî èçó÷èòü ãðóïïû áèðåãóëÿðíûõ
àâòîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé äåëü Ïåööî è ðàññëîåíèé íà êîíèêè íàä ïîëåì Fq,
ïîñêîëüêó ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ïîäãðóïïà G ãðóïïû Cr2(Fq) ðåãóëÿðèçóåòñÿ íà
G-ìèíèìàëüíîé ìîäåëè ðàöèîíàëüíîé ïîâåðõíîñòè. Ñîãëàñíî [5, Corollary 5.3]
è [5, Lemma 6.1], äëÿ ðàññëîåíèé íà êîíèêè è äëÿ ïîâåðõíîñòåé äåëü Ïåööî
ñòåïåíè 4 6 d 6 9 è d = 2 îöåíêà íà êîíñòàíòó Æîðäàíà ãðóïïû àâòîìîð-
ôèçìîâ íå áîëüøå, ÷åì q3(q2 − 1)(q3 − 1), ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäêîì ãðóïïû àâ-
òîìîðôèçìîâ P2. Ïîýòîìó íàì íóæíî èçó÷èòü ãðóïïû ðåãóëÿðíûõ äåéñòâèé
íà ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî ñòåïåíè 1 è 3, è íîðìàëüíûå àáåëåâû ïîäãðóïïû â
ýòèõ ãðóïïàõ.

Ñíà÷àëà èçó÷èì ïîâåðõíîñòè äåëü Ïåööî ñòåïåíè 3. Ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ
òàêèõ ïîâåðõíîñòåé âêëàäûâàþòñÿ â ãðóïïó W (E6) (ñì. [2, Corollary 8.2.40]).
Ïîðÿäîê ýòîé ãðóïïû ðàâåí 27 · 34 · 5 = 51 840. Ñîãëàñíî êëàññèôèêàöèè ãðóïï
àâòîìîðôèçìîâ êóáè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì
(ñì. [3, Table 1]) ïîëó÷àåì, ÷òî ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ êóáèêè íàä F2 ìàê-
ñèìàëüíîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà PSU4(F2). Äàííàÿ ãðóïïà åñòü ãðóïïà
àâòîìîðôèçìîâ êóáèêè Ôåðìà S ⊂ P3 (ñì. [3, Table 8]), êîòîðàÿ çàäàíà óðàâ-
íåíèåì

(1) x3 + y3 + z3 + t3 = 0.
1



Íàïîìíèì, ÷òî |PSU4(F2)| = 26 · 34 · 5 = 25 920. Îäíàêî äëÿ êîíå÷íîãî ïîëÿ F2

ñèòóàöèÿ ñèëüíî ìåíÿåòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî, èìååòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü S ⊂ P3 � êóáèêà Ôåðìà, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì (1)
íàä ïîëåì F2. Òîãäà Aut(S) ' Z/2Z× S4.

Äëÿ ìàêñèìàëüíîé ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ êóáèê íàä ïîëåì F2 ìû èìååì

Òåîðåìà 2. Ïóñòü S � ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè 3. Òîãäà

|Aut(S)| 6 720.

Áîëåå òîãî, åñëè ïîðÿäîê ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ðàâåí 720, òî Aut(S) ' S6.

Ïðåäúÿâèì ÿâíî êóáè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü ñ ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ S6.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì êóáèêó S ⊂ P3, çàäàííóþ óðàâíåíèåì

(2) x2t+ y2z + z2y + t2x = 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî óðàâíåíèå çàäàåò ãëàäêóþ êóáèêó. Áîëåå òîãî, (2) ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó, ñîîòâåòñòâóþùóþ áèëèíåéíîé êîñî-
ñèììåòðè÷åñêîé ôîðìå

b(v̄, w̄) = v1w4 + v2w3 + v3w2 + v4w1,

ãäå v̄ = (v1, v2, v3, v4) è w̄ = (w1, w2, w3, w4). Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ôîðìà ÿâëÿåòñÿ
áèëèíåéíîé, òàê êàê ëþáîé α ∈ F2 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ α2 = α, è âûïîë-
íåíî ðàâåíñòâî b(v̄, v̄) = 0. Ôîðìà b(v̄, w̄) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ
ãðóïïû PSp4(F2) ' S6 (ñì., íàïðèìåð, [1, �5]), çíà÷èò, óðàâíåíèå (2) íå ìåíÿ-
åòñÿ ïðè äåéñòâèè ýòîé ãðóïïû. Òî åñòü ìû èìååì S6 ⊂ Aut(S), à ïî òåîðåìå 2
ãðóïïà S6 ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé. Çíà÷èò, Aut(S) ' S6.

Îòìåòèì, ÷òî êóáèêà (2) ðàöèîíàëüíà. Â ñàìîì äåëå, íà íåé åñòü äâå íåïå-
ðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå l1 è l2, çàäàþùèåñÿ óðàâíåíèÿìè x = y = 0 è z = t = 0,
ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî è äàåò áèðàöèîíàëüíûé èçîìîðôèçì P1 × P1 → S.

Äëÿ ïîâåðõíîñòåé äåëü Ïåööî ñòåïåíè 1 èìååòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü S � ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü äåëü Ïåööî ñòåïåíè 1 íàä
ïîëåì Fq. Òîãäà ïîðÿäîê ãðóïïû Aut(S) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

Aut(S) 6 2q4(q − 1)2(q + 1) < q3(q3 − 1)(q2 − 1).
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