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1 Ведение
Пусть H - гильбертово пространство. Систему функций {fk}∞k=1

гильбертова пространства H называют бесселевой, если:

∃β > 0 : ∀f ∈ H

∞∑
k=1

|(f, fk)|2 ≤ β∥f∥2.

Впредь будем рассматривать гильбертово пространство L2 = L2 [a; b]

Рассмотрим дифференциальный оператор

Ly ≡ −y
′′
+
ν2 − 1

4

x2
y (1)

при 0 < ν < 1 на интервале (0; 1). Собственные функции оператора
L, соответствующие собственному значению µ ∈ C,− это не равные
тождественному нулю решения уравнения

Ly ≡ µ2y. (2)

Известно, что любое решение уравнения (2) принадлежит классу L2(0; 1)

при всех µ ∈ C.
Также известно, что уравнение (2) имеет два линейно независимых ре-
шения ([1]):

y1 =
√
xJν(µx), y2 =

√
(x)Yν(µx), (3)

где

Jν(t) =

(
1

2
t

)ν ∞∑
k=0

(
−1

4t
2
)k

k! Γ(ν + k + 1)

- функция Бесселя первого рода, а

Yν(t) =
Jν(t) cos νπ − J−ν(t)

sin νπ

- функция второго рода (функция Неймана). Общее решение уравнения
(2) записывается в виде

y(x) = c1
√
xJν(µx) + c2

√
xYν(µx). (4)

Из разложения функции Бесселя в степенной ряд следует, что при x → 0

y1(x) = O(xν+
1
2), y2(x) = O(x−ν+1

2).

Из этих оценок следует, что для ν ≥ 1 только y1 имеет интегрируемый
квадрат в окрестности нуля. Если же 0 ≤ ν < 1, оба решения имеют
интегрируемый квадрат.

Пусть M = {µk}∞k=1 ⊂ C - счетное множество, y(x;µk) - некоторое
решение уравнения (2) при µ = µk. Далее установим свойство бесселе-
вости системы функций { y(x;µk), k ∈ N} при некоторых условиях на
числа µk.

2 Бесселевость решений краевой задачи для уравнения типа Бес-
селя
Рассмотрим вспомогательные функции

u1,0(x) =
1√
2ν

xν + 1
2, u2,0(x) =

1√
2ν

x−ν − 1
2, (5)

которые являются решениями уравнения (2) при µ = 0. Тогда определе-
ны граничные функционалы

⟨y, u1,0⟩|x→0, ⟨y, u2,0⟩|x→0 (6)

для всех функций y(x) ∈ Dmax(L) = {y ∈ L2(0; 1) : Ly ∈ L2(0; 1)} ; здесь
и далее символом ⟨y, z⟩ обозначен вронскиан y′z − yz′.

Лемма. Для любых y, z ∈ Dmax(L) на произвольном интервале
(a, b) ⊂ (0, 1) выполнено равенство∫ b

a

Lyzdx =

∫ b

a

yLzdx−W (y, z)|x=b +W (y, z)|x=a,

где
W (y, z) =

∣∣∣∣⟨y, u1,0⟩ ⟨y, u2,0⟩⟨z, u1,0⟩ ⟨z, u2,0⟩

∣∣∣∣ .
Рассмотрим краевую задачу на собственные значения для уравнения (1)
с условиями

⟨y, u2,0⟩|x→0 = 0, y(1) = 0 (7)

Из леммы следует, что сопряженная задача задается теми же краевыми
условиями, и, следовательно, задача (1), (7) является самосопряженной.

Подставив представление (4) общего решения в левую часть пер-
вого условия (7) и воспользовавшись формулой для цилиндрических
функций Z ′

ν(t) = Zν−1(t)− ν
t Zν(t), получим:

(c1x
−ν+1Jν−1(µx) + c2x

−ν+1Yν−1(µx))|x→0 = 0. (8)

Из свойств цилиндрических функций можно вывести условие c1 +

c2 cot((ν − 1)π) = 0. С учетом этого получаем, что функция y(x) =√
xYν(µx) − cot((ν − 1)π)

√
xJν(µx) является нетривиальным решением

уравнения (1), удовлетворяющее условию (7) в точке x = 0.

Из второго условия (7) следует, что значения параметраµ являются
решениями уравнения

Yν(µ)− cot((ν − 1)π)Jν(µ) = 0.

Известно, что это уравнение имеет бесконечно много положительных
нулей, расстояние между которыми асимптотически стремится к π. Из
аналитичности цилиндрических функций по µ и их асимптотического
поведения при µ → ∞ следует, что решения последнего уравнения
образуют счетную последовательность {µ∗

k} , удовлетворяющую соотно-
шению

µ∗
k = −π

4
(2ν + 1) + πk + o(1), k → ∞. (9)

Таким образом, для самосопряженной задачи (1), (7) получена ортого-
нальная система ее собственных функций

√
xGν(µ

∗
kx) =

√
xYν(µ

∗
kx)− cot((ν − 1)π)

√
xJν(µ

∗
kx). (10)

Система функций √
µxJν(µx) является почти нормированной в L2(0, 1)

при |µ| > 1 (см. [2]). Покажем, что верен аналогичный факт для цилин-
дрических функций (10).

Лемма. Функции вида√µxJν(µx) + α(ν)Yν(µx), где α(ν)− произ-
вольная константа, не зависящая от µ, являются почти нормированными
в L2(0, 1) при |µ| > 1, sup |Im(µ)| < ∞.

Из этого факта следует, что система функций
{√

µ∗
kxGν(µ

∗
kx)

}
,

где µ∗
k удовлетворяют асимптотике (9), является почти ортонормирован-

ным базисом в L2(0, 1) и что эта система функций является бесселевой
в L2(0, 1).

Справедлива
Теорема. ПустьM = {µk : k ∈ N}−счетное множество комплекс-

ных чисел, удовлетворяющих условиям:

Im(µk) ≤ c1, k ∈ N∑
k: s≤|µk|≤s+1

1 ≤ c2, s > 0,

где c1, c2− некоторые положительные постоянные. Пусть Zν(t)−любая
нетривиальная цилиндрическаяфункция порядка ν.Тогда системафунк-
ций

{√
µkxZν(µkx) : k ∈ N

}
является бесселевой в L2(0, 1).

Идея доказательства состоит в том, чтобы записать числа µk из
условия теоремы в виде µk = ξk + δk, где δk = O(1), ξk−нули функции
Gν(t), определенной формулой (10), и, пользуясь бесселевостью систем{√

ξkxGν(ξkx)
}∞
1
и {

√
xJν(µkx) : µk ∈ M} , доказать, что оценка

∞∑
k=1

|ξk|

∣∣∣∣∣
∫ 1

0

√
xGν(µkx)f (x)dx

∣∣∣∣∣
2

≤ O(1)∥f (x)∥2L2(0,1)

выполняется равномерно по f (x) ∈ L2(0, 1).
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