
Гладкие веса и слабо бирациональные фильтрации мотивов
Давид Кумаллагов

Санкт-Петербургский государственный университет

1 Краткое описание
В работе изучаются различные триангулированные категории мотивной природы (наибольший интерес для нас представляют DM(k) и SH(k), и их эффективные версии, cм. [Voe], [Mor]). Здесь k- совершенное поле.

А именно, в терминах мотивных спектров гладких многообразий строятся некоторые семейство ортогоналов, и доказываются различные утверждения о связи этих ортогоналов с классической гомотопической
t−структурой thom. Посредством таких конструкций получаются различные хорошо известные конструкции и подкатегории (Чжоу-весовая структура, слабо бирациональные подкатегории, слайс-фильтрации). В
частности, получено доказательство того факта, что гомотопическая t−структура ограничивается на подкатегории слабо бирациональных мотивов.

Используя полученные ортогоналы, мы строим фильтрации на сердцевине teffhom, и выражаем условия слабой бирациональности её объектов в классических терминах (когомологий Нисневича, стягиваний Воеводского).

Важным наблюдением является то, что полученные ортогоналы дают весовые и t−структуры, названные гладкими (wSm и tSm, соответственно). С помощью tSm мы строим интересную функториальную фильтрацию
на Ht

eff
hom.

Наконец, мы получаем различные следствия в виде вычислений неразветвленных когомологий (без использования разрешений особенностей и компактификаций), а также фильтрацию, удовлетворяющую многим
свойствам гипотетической фильтрации Блоха–Бейлинсона–Мюрра.

2 Некоторые утверждения, конструкции, замечания и планы
Для всякой последовательности s = (sj) из Z ∪ {±∞} определим As = ({M(SmV ar) < j > [tj]})⊥, где tj < sj, j ∈ Z. Здесь SmV ar - гладкие многообразия, M - функтор мотива.

Предложение A. Определим последовательность sr−bir так : sr−bir
j = −∞ при 0 ≤ j ≤ r, и ∞ иначе. Тогда для S ∈ Ht

eff
hom следующее эквивалентно:

1.) S ∈ Asr−bir

2.) Nis-когомологии обнуляются в степенях > r.

3.) S(K{r + 1}) = 0 для всех полей функций K/k.

4.) S−r−1 = 0 (стягивание Воеводского).

Замечание Из этого предложения и некоторого вспомогательного технического результата получаем, что thom ограничивается на слабо бирациональные мотивы, и многие другие обобщения утверждений статьи [KaSu].

Наши классы As задают правую часть весовой структуры wSm, которая, в свою очередь, дает t−структуру tSm.

Замечание Весовые структуры - это аналоги t- структур, аксиоматизирующие ”глупую” фильтрацию комплексов. Они крайне полезны в изучении категорий топологической и мотивной природы, так как выделяют
замкнутые относительно ретрактов подкатегории, а не абелевы, как это происходит в случае t-структур. Например, легко можно определить весовую структуру Чжоу, сердцевиной которой будут классические мотивы
Чжоу (см. [Bon]).

Конструкция Рассмотрим G ∈ Ht
eff
hom, и определим фильтрацию:

F j,s(G) = Hhom
0 (τ

tsSm
≥−j(G)) → G

Здесь τ -срезка в tSm, Hhom
0 - нуль-гомологии для thom.

Тогда имеется следующая

Теорема B.
1.) Категория i- бирациональных объектов - абелева подкатегория Серра в Ht

eff
hom, обозначим через ji ее вложение.

2.) F j,s - правый сопряженный к вложению jr функтор.

3.) Функтор высшей неразветвленной части Rnr,i дается срезкой τ
ts
i−bir

Sm
≥0 .

4.) wsi−bir

Sm -срезки дают соответствующие слайсы.

Замечание. Если в пункте (4) рассмотреть порожденную фильтрацию на функторе DMeff (−, R < n >) ∼= CHn(−), то она будет удовлетворять всем свойствам фильтрации Блоха-Бейлинсона-Мюрра (кроме, быть
может, (BBM4)). Cм. также [Jan], [Pel].

Заметим еще, что F 0 даёт неразветвленную часть DMeff (−, S). Как очень частный случай, так получаются стандартные неразветвленные когомологии, см. [CTH].

В [Kum] мы планируем обобщить полученные конструкции и утверждения на относительный случай, а также использовать мотивный подход к определению высших неразветвленных когомологий (что дает концепту-
альную реинтерпретацию результатов работы [Sch]).
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