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1 Introduction
Пусть Γ = (V,E) – граф без кратных ребер и ребер вида (vi, vi), с V =
v1..., vm - множеством вершин и Е - множеством ребер. Реализация графа
Г это отображение p : V → R2 такая, что из (ij) ∈ E следует p(vi) ̸= p(vj) .
Вместо p(vi) условимся писать pi. Таким образом, реализация представляет
собой вложение графа в двумерную плоскость с возможными пересечени-
ями ребер и, вероятно, с совпадающими вершинами, только если между
этими вершинами нет ребра. Стрессом на реализации называется функ-
ция s : E → R.
Стресс можно представлять себе как замена ребер графа упругими пружи-
нами в растянутом или сжатом(в зависимости от знака s(ei)) положении.
Стресс называется равновесным стрессом, если для каждой вершины v∑

(v,w)∈E

s(v, w)(p(v)− p(w)) = 0

Равновесный стресс называется нетривиальным, если он не является тож-
дественно равным нулю.
Множество всех равновесных стрессов G(Γ, p) является линейным простран-
ством, естественно вложенным в Re, где e - количество ребер графа.

Реализация (Γ, p) называется стрессабельной, если dimG(Γ, p) > 0 .

Пусть дана реализация (Γ, p), определим ориентированный матроид
M(Γ, p) = SIGN(G(Γ, p) > 0). То есть, чтобы получить матроид, произволь-
ным образом пронумеровать ребра графа и для каждого нетривиального
стресса, записать знаки s(i, j). Мы получим набор строчек вида (+,−, 0)|E|,
который является ориентированным матроидом[1]. Пространством реализа-
ции графа Γ является множество всех реализаций Г, профакторизованных
по действию афинной группы:

R(Γ) = {p : p is a realisation of Γ}/Aff(R2)

Пространство реализации графа для заданного матроида M определяется
как множество всех реализаций, для которых знаки стрессов совпадают со
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знаками матроида.

R(Γ,M) = p ∈ R(Γ) : M(Γ, p) = M

Полуалгебраическое множество - подмножество RN , заданное полино-
миальными равенствами и неравенствами. Открытое базовое главное полу-
алгебраическое множество(Open basic primary semialgebraic, OBPS) - полу-
алгебраическое множество, которое задается только строгими неравентсва-
ми с рациональными коэффицентами. Два OBPS множества называются
стабильно эквивалентными, если можно преобразовать одно в другое раци-
ональной функцией и стабильной проекцией(подробнее, [3]). В частности,
стабильная эквивалентность сохраняет гомотопический тип.

Теорема Универсальности.[2] Для каждого OBPS множества U су-
ществует граф Γ и ориентированный матроид M такой что простанство
реализации Γ и ориентированный матроид М такие что пространство ре-
ализации R(Γ,M) стабильно эквивалентно к U.

Более того, эта теорема дает способ конструировать графы с заданными
пространствами реализации, однако оказывается, что сложность этих гра-
фов очень велика. В общем случае, задача построения небольших графов
с заданным пространством реализации кажется в данный момент неподъ-
емной. Даже для относительно простых топологичестких пространств(тор
с несколькими ручками, сфера) вид таких графов неочевиден.

Одна из тем, которой посвещена моя работа, это попытка найти про-
стые графы, пространство реализаций которых соответствовало некоторым
топологическим пространствам(OBPS множеств), а также найти регуляр-
ности в том, как вид графа меняется при изменении топологического про-
странства.

Некоторые примеры.

Г Пусть дан граф Γ из трех вершин и двух
ребер, связывающих их и матроид {0, 0}. По фактору действия афинной
группы можно считать, что вершины 1 и 2 находятся в фиксированных
точках, допустим, (0, 0) и (1, 0). Тогда пространство реализации опреде-
ляется положением третьей точки. Факторизуя по отражениям, получаем,
R(Γ,M) = R2

+. С точностью до гомотопической эквивалентности - точка.

Пусть дан граф из четырех вершин и трех ребер, и матроид {0, 0, 0}.
Тогда R(Γ,M) определется положением вершин 3 и 4, координата каждой
из которых, с точностью до гомотопической эквивалентности, задается S1.
Получаем тор со склеенными антиподальными точками. Посчитав эйлерову
характеристику можно понять, что это сфера.
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Рассмотрим граф Γ, изображенный ниже в двух реализациях. Заметим,
что при непрерывной деформации одной реализации в другую возника-
ют конфигурации точек, в которых силы не могут быть уравновешены,
поскольку три ненулевые силы могут быть в равновесии(при умножении
каждой не некоторый ненулевой коэффицент) только тогда, когда обрат-
ный к каждому из векторов находится между двумя другими(т.е. является
линейной комбинацией с отрицательными коэффицентами двух других век-
торов), а это правило нарушается при "выворачивании"графа.
Можно сделать вывод, что пространство реализации данного графа(с мат-
роидом) несвязно.
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